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Die Gleichungen zweiten, dritten und vierten Grades
Algebraische Gleichungen bis zum vierten Grad sind durch deren
Koeffizienten unter Verwendung der vier Grundrechenarten, dem
Radizieren (daher auch die Formulierung: durch Radikale) und der
Trigonometrie losbar.

Die Gleichung 2. Grades: ax* +bx+c=0

Die allgemeine Losungsformel fiir die quadratische Gleichung ist:

—b ++/b%-4ac
2a

X1.2 =

Es existiert fiir b # 0 eine numerisch glinstigere Darstellung der
beiden Losungen:

Firb > O:
2c
X1 =
—-b —+b%2-4ac
o = —-b —+b%2-4ac
2~ 2a
Firb < O0:
i = 2c
1 -b ++Vb%-4ac
—b ++/b%-4ac
X2 = 2a

- Forsythe: Pitfalls in computation, or why a math book isn’t enough, (1970) Am. Math. Monthly 77
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Die Gleichung 3. Grades: ax3+bx*+ cx+d =0

Die allgemeine Gleichung wird mit der Substitution:

X=Z— —
3a

auf die reduzierte Form:
z3 + 3Qz — 2R = 0 mit

3ac — b?
9a?

_ 9a(bc - 3ad) - 2b°
B 54 a3

gebracht.

Das Vorzeichen der Diskriminante: 4 = Q3 + R?
entscheidet uber die Losungsformel zur Berechnung von x;.

——+ VR + vA+ VR — VA ;4 =0
——+2w/ cos( acos(lzlg)) A <0

(Die Berechnung von ¥x erfolgt als: sign(x)3/|x| und
die Winkelfunktion wird im 360°-Modus berechnet.)

X1 =

Mit der Losung x; wird die Gleichung 3. Grades in das Produkt
einer linearen und einer quadratischen Gleichung zerlegt. Es ist:

(x — x4) (a3 x* + Bx + €) = 0 mit
B = (az + a3x1) und C = a; + Bxl.
Die quadratische Gleichung wird dann wie oben gelost.
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Die kubischen Resolventen

Um die quartische Gleichung zu l6sen, muss eine der kubischen
Resolventen gelost werden. Ausgehend von der Normalform der
Gleichung 4. Grades:

xr+ax+bx?+cx+d=0

gibt es fiinf Resolventen. Es sind die von:

Christianson-Brown

4a?%b — 4b?* — 4ac + 16d — %a‘*
y + y*
a3 — 4ab + 8c

+(3 2 b) +1(3+4b 8¢)
167 ~2)Y Teg (¢ THADTOC

- Descartes-Euler-Cardano

3 3
y3+(2b—Za2)y2 +(1—6a4—a2b+ac+b2 —4d)y

_ L3 _ a2
” (a®> + 4ab — 8c¢)
- Ferrari-Lagrange

y3 + by? + (ac — 4d)y + a*d + c* — 4bd

- Neumark

y3 — 2by? + (ac + b? — 4d)y + a*d — abc + c?

- Yacoub-Fraidenraich-Brown
(a® — 4ab + 8¢)y? + (a’b — 4b? + 2ac + 16d)y?>

+ (a?c — 4bc + 8ad)y + a*d — c?
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Die Gleichung 4. Grades: ax* + bx3 + cx* +dx+e=0

Fir die Taschenrechner HP-65, HP-67 und den HP-41C loste HP die
quartische Gleichung in den jeweiligen MATH-PACs. Mit der dort
verwendeten Technik wird auch in diesem Programmpaket die
Gleichung 4. Grades gelost.

Durch die Substitution:
U 3
=Y 4a
erhalt man die reduzierte Form:

y* + Py%> + Qy + R = 0 mit

P=—
a
bd—-4ae
Q="
bZ
R = e(4-c— 7)— d?
— -
Mit den Werten:

S =2P3 —-9(PQ — 3R) und
T = 3Q — P?

wird die Diskriminante
A =S* 44713

bestimmt.
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In Abhangigkeit des Vorzeichens von 4 berechnet sich die Losung

?1<P+\/(S+\/_)+\/(S \/—)> ;420
\;<p+z'j§m cos(g acos(@)» ;A<0

(Die Berechnung von Vx erfolgt als: sign(x) >/|x| und
die Winkelfunktion wird im 360°-Modus berechnet.)

Y1 =1

Nun wird die reduzierte Gleichung dritten Grades aufgespalten in:

Y-y +[P+yily+ Q+y1[P+y: D=0

und die Losungen flir y, und y3; wie oben ermittelt.

Y1 ;Y23 €R

Durch yo = {max (V1; ¥2; ¥3); Y23 ER

wird die urspriingliche

Gleichung 4. Grades in zwei quadratische Gleichungen zerlegt.

a(x?+[A+Clx+[B+D]D(x*+[A—C]x+[B—D]) =0mit

b
A= —;
2a
B=2

byo _d
J 4a 2e
—4ac

k 4q?

Die quadratischen Gleichungen werden wie oben gelost.
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Das Lin-Bairstow-Verfahren

Die hier vorgestellten Verfahren sind entweder nur fir Polynome,
oder wegen der Berucksichtigung der Ableitungen insbesondere
fir die Berechnung von Polynomfunktionen geeignet.

Das Lin-Bairstow-Verfahren spaltet einen quadratischen Faktor
x* + px + q durch das doppelzeilige Horner-Schema ab. Auch mit
reellen Startwerten x; und x,, also p = —(x; + x3) und q = x1x;
konnen komplexe Nullstellen ermittelt werden, wobei die ganze
Arithmetik stets im Reellen stattfindet.

bn =an Cn =bn
bn-1 = an-1 - pbn Cn-1 = bn-1 - pCn
bi =ai- pbi+1 - gbi+2;i=0,..., n-2 | ¢ = bi- pci+1 - qCi+2; i=0,...,, n-2
dn dn-1 dn-2 d2 a1 a0
p l -pbn | -pbn-1 | ... -pbs | -pbz | -pbi1
q l -gbn | ... -gbs | -gbs | -gb2
bn7 |bn1 72 |bn272| .. | b272 | b1/~ | bo/7
p l -pCn | -pCn-1 | ... -pc3 | -pc2 l
q J -qCn | ... -qc4 | -qc3 \’
chn/ |Cn1 /| Cn2 7| .| 2/ | a1/ | Co/

Als Korrekturschritt kann zwischen dem

. . ai1by— agb a
- Lin-Schritt: p = 222, q= >

oder dem meist giinstigeren

boc3— bic; bic1— boc;

- Bairstow-Schritt: p = p — q-—=q-—

C%— c1C3 C%— Cc1C3

gewahlt werden.

- Carrano: A Modified Bairstow Method for Multiple Zeros of a Polynomial,

MATHEMATICS OF COMPUTATION, VOLUME 27, NUMBER 124, OCTOBER 1973
- McNamee: Numerical Methods for Roots of Polynomials (Part 1), 2007, Elsevier, Amsterdam
- McNamee: Numerical Methods for Roots of Polynomials (Part 2), 2013, Elsevier, Amsterdam
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Schatzung der Vielfachheit m einer Nullstelle

In den meisten Verfahren findet die Vielfachheit m einer Nullstelle
Xy in ihrer Umgebung U.(x,) Beriicksichtigung. Deshalb wird
zundchst eine Formel fiir die Schiatzung der Vielfachheit m
angegeben. Weil diese Schatzung auf den schon berechneten
Funktionswerten und deren Ableitungen beruht, ist die Schatzung
der Vielfachheit ohne Mehraufwand maoglich. Die Konvergenz des
jeweiligen Verfahrens wird jedoch erheblich beschleunigt.

Sei P(x) = Yl ,a; x' ein reelles Polynom n-ten Grades mit dem
Hochstkoeffizienten a, # 0. Weiterhin ist n = Grad(P(x)) und
es bezeichnen: P = P(xy), P' = P'(xy) und P" = P"(xq).
Die Vielfachheit m einer Nullstelle in U.(xq) ist abschitzbar mit:

( P’ p'

P' P' —pP"’

int 2(p prpP"y’ +0.2
L [2P' P'P'-3PP'P''+PPP''"]2 '

int( +0. 2)

1;, fallsM <1

n;, fallsM=n
m={
M:; sonst

Der Vielfachheitsfaktor m nach Vestermark

Wird die Vielfachheit m des Newton Verfahrens als Faktor mT+o

betrachtet, ist die Vielfachheit auch auf Verfahren mit zweiten und

dritten Ableitungen lbertragbar. Fiir Verfahren mit k-ter Ableitung
m+k—-1

betragt der Vielfachheitsfaktor . Dadurch kann auch fiir jedes

Verfahren mit dritten Ableitungen die Vielfachheit einer Nullstelle

berucksichtigt werden.
- Hansen, Patrick: Estimating the Multiplicy of a Root; Numer. Math. 27, 1976, 121--131
- lvanisov, Polishchuk: Finding polynomial roots: A fast algorithm convergent on the

complex plane, Commun. Appl. Numer. Meth. 1, 1985, 287-291
- Vestermark: A Modified Newton and higher orders Iteration for multiple roots. (2023)
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Die parameterabhangige Verfahrensfamilie

Es gibt mehrere Ansatze um das Laguerre-Verfahren zu
begriinden. Hier wird eine Technik verwendet, bei der gleich eine
Familie von Verfahren unter Beriicksichtigung der Vielfachheit
hergeleitet wird.

Herleitung der Verfahrensfamilie

Sei P(x) = (x —x1)(x — x3) ... (x — x,,) ein reelles Polynom n-ten
Grades. Es bezeichne stets: P = P(x) den Funktionswert, sowie
P’ = P'(x) die erste und P’ = P"”(x) die zweite Ableitung des
Polynoms. Mit negativer logarithmischer Differentiation folgt:

A= P 1 1 1
TP (x-x1)  (x—xp) (x—xp)
y _ o P'P-PP" 1 1 1
A =B= = (x-x1)2 | (x—x2)2 (x—x5)2

Fiir die m(ehr)-fache Nullstelle x4 gilt dann

A= PP m 1 1
P (x—x1)  (x—xm+1) (x—xp)
P'P' — pp" m 1 1
B = T T a2 T T e

Die restlichen Nullstellen x,,.1,.» X, werden auf einen
beliebigen, anderen Punkt, zum Bsp. das arithmetische Mittel der

restlichen Nullstellen X = ﬁ * m+1 Xi mit der Vielfachheit u

“zusammen geschoben®. Das fiihrt zu den Gleichungen:

_P__m n

A= P (x-x1) (x-X)

B = P'’P'—PP"  m n
o PP T (x=x1)%2  (x=X)2
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Mit den Substitutionen

1 1

= Gop Und b=

erhalt man die Gleichungen

!

A=%=ma+ub
__P'P'-pPP" 2 2
B——PP = ma“ + ub

Durch Auflosen der ersten Gleichung nach b und Einsetzen in die
zweite Gleichung ergibt sich die quadratische Gleichung in a:

(m? + mp)a? — 2Ama + [A*> — uB] =0

Aus den Losungen der quadratischen Gleichung

A A? B—A?
aAi12 = — + + £ &
’ m+p (m+pw)? ° m(m+p)
A mA%+ p(m+pu)B—- (m+up)A?
Ay, = + p(m+u)B— (m+pu) o
’ m+pu m(m+p)?
2_ 2 2
Ai\/mA mA +;::11 + u(m+u)B o
a =
1,2 m+u
a3 — A2
B Ai\/m [(m+u)B— A?]
A1 =

m+pu

ergibt sich durch die Riicksubstitution mit

— P’ P'P' — pp'"
— =— : A=— n B=——
(x1 —x) = 5 u d op
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die Naherung

(m+p)P

X1 =X —

P+ \/%[(mﬂ,t)(P’P’—PP”)—P’P’]

Aus numerischen Stabilitatsgriinden wird der Betrag des Nenners
maximiert. Daflir wird als Vorzeichen der Wurzel im reellen Fall

sign(P') und im komplexen Fall sign(Re(P')) gewihlt. Damit

erhalt man die vom Parameter u abhangige Verfahrensfamilie:

(m+p)P

X1 =X —

P’ + sign(P") \/%[(mﬂi)(P’P’—PP”)—P’P’]

Je nach Wahl des Parameters u erhalt man folgende Verfahren:

Verfahrensfamilie
u Name Iteration
P
0 Newton Xy =Xx— e
PI
2mpP
m Euler X1 =X

P' + sign(P")/(2m — 1)P'P' — 2mPP"

n—1 | Laguerre o = x — npP
(m = 1) | (klassisch) ! P’ + sign(P")\/(n—1)[(n— 1)P'P' — nPP"]

n—m Lague.r.re. X{=Xx— = np
(modifiziert) P' + sign(P") J% [n(P'P' — PP") — P'P']

- Hansen, Patrick: A family of root-finding methods, Numer. Math. 27, 1976, 257-269

- Hansen, Patrick, Rusnak: Some modifications of Laguerre’s method, BIT 17, 1977, 409-417

- Petkovic, Petkovic, Zivkovic: HANSEN-PATRICK’S FAMILY IS OF LAGUERRE’S TYPE,
Novi Sad J. Math., Vol. 33, No. 1, 2003, 109-115
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Eigenschaften des Laguerre-Verfahrens

Sind alle Nullstellen von P(x) einfach und reell, dann gelten die
Eigenschaften:

- Konvergenz tritt fiir jeden Startwert xy mit P'(xy) # 0 ein.

- Die reellen Extremstellen von P(x) trennen die Einzugsgebiete
der Nullstellen. Jeder Startwert xy aus dem Intervall zwischen
zwei benachbarten Extremstellen konvergiert monoton (nur
von links, oder nur von rechts) genau gegen die eine Nullstelle,
die in diesem Intervall liegt. Das Verfahren tiberschief3t nie.

- lokal kubische Konvergenz gegen eine einfache Nullstelle.

Besitzt P(x) nur reelle, aber auch mehrfache Nullstellen, dann gilt:

- lokal lineare Konvergenz des klassischen Verfahrens (m = 1)
gegen eine mehrfache Nullstelle.

- lokal mindestens quadratische Konvergenz bei mehrfachen
Nullstellen in U, (x) bei Berticksichtigung der Vielfachheit m.

- Bei Bertcksichtigung der Vielfachheit m kann das Verfahren
tiberschiefden, also das Intervall zwischen zwei benachbarten
Extremstellen verlassen.

Besitzt P(x) auch komplexe Nullstellen, dann kann:

- das Verfahren iiberschiefden. Die Iterierte liegt dann in einem
benachbarten Intervall, oder die Iterierte ist komplex.

- bei reellen Naherungen bleibt lokal mindestens quadratische
Konvergenz gegen die Nullstelle unter Berticksichtigung der
Vielfachheit m erhalten.

Idealerweise priift man zunachst ob ap = 0 ist und dividiert die
Nullstelle ab. Wenn ag # 0 ist, startet die Iteration mit: xo =1
um sich einer moglichst betragskleinen Nullstelle zu nahern. Falls
der Grad des Polynoms sehr hoch ist, streben die Funktionswerte
bei Startwerten |x;| < 1 schnell gegen Null. Bei Startwerten |x;| >
1 werden die Funktionswerte sehr schnell sehr grofs.
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Weitere Nullstellenverfahren mit zweiter Ableitung

Eine Vielzahl von Verfahren beruht auf der Zerlegungsmethode
von Adomian und der Taylor-Reihenentwicklung. Diese Verfahren
sind bei einfachen Nullstellen lokal kubisch konvergent.

Das Halley-Verfahren

Das Halley-Verfahren kann auch als Grenzwertprozess der
parameterabhangigen Verfahrensfamilie hergeleitet werden.

x 2mPP
(m+1)P'P'—mpP"

X1 =

- Hansen, Patrick: A family of root-finding methods, Numer. Math. 27, 1976, 257-269

- Gander: On Halley’s iteration method, Am. Math. Monthly 92, 1985, 131-134

- Petkovic, Petkovic, Zivkovic: HANSEN-PATRICK’S FAMILY IS OF LAGUERRE’S TYPE,
Novi Sad J. Math., Vol. 33, No. 1, 2003, 109-115

Das BSC-Verfahren von Basto Semiao Calheiros

Dieses Verfahren wurde ohne Beriuicksichtigung der Vielfachheit
entwickelt. Es kann jedoch der Vielfachheitsfaktor mTH eingefligt

werden.

X1=x — — (= —
1 2 \p' 2(P)3-2PP'P"

m+1 (P p%p"’ )
Petkovic erweiterte das Verfahren um die dritte Ableitung.
Siehe dazu: Kapitel 6: Nullstellenverfahren mit 3. Ableitung.

- Basto, Semiao, Calheiros: A new iterative method to compute nonlinear equations,
Appl. Math. Comput. 173, 2006, 468—-483

- Petkovic: Comments on the Basto—Semiao—Calheiros root finding method,
Applied Mathematics and Computation 184, 2007, 143-148
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Das Chebyshev-Verfahren

Fiir das Chebyshev-Verfahren ist eine Iterationsformel bekannt, die
die Vielfachheit der Nullstelle berticksichtigt.

2 2 PP

X1 =X— —

P /m(3-m) m? pp"
PI

- McNamee: Numerical Methods for Roots of Polynomials (Part 2), 2013, Elsevier, Amsterdam

Das Ostrowski Verfahren

In der Literatur auch als Quadratwurzelverfahren bezeichnet, ist
dieses Verfahren lokal kubisch konvergent.

VmP
sign(P")vP' P'—pP P’

X1 =X —

- Ostrowski: Solution of Equations in Euclidean and Banach Spaces,
Academic Press, New York, 1973

Das Stoer-Bulirsch-Verfahren

Bei allen bisher vorgestellten Verfahren darf die erste Ableitung
nicht verschwinden, da dies zur Division durch Null fiihren wiirde.
Bei dem Verfahren von Stoer-Bulirsch, das auch auf der Taylor-
Entwicklung beruht, darf die erste Ableitung verschwinden, (wobei
dann der Richtungsfaktor sign(P’) entfillt), sofern die zweite
Ableitung ungleich 0 ist.

P'+ sign(P')VP' P" - 2P P"’
PII

X1 =X —

- McNamee: Numerical Methods for Roots of Polynomials (Part 1), 2007, Elsevier, Amsterdam
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Nullstellenverfahren mit dritter Ableitung

Die Vielfachheit m in den Verfahren mit dritter Ableitung wird
durch den Vielfachheitsfaktor mT+z von Vestermark berticksichtigt.

Achtung: Bei Verwendung der Vielfachheit kann jedes Verfahren
auch deutlich tiberschiefden. Die Vielfachheit m kann auf m = 2
begrenzt, oder auch bei grofdem Wert von m halbiert werden. Das
Programm HPOLY verwendet bei einer Nichtbegrenzung von m
den Mittelwert der beiden Vielfacheitswerte aus Kapitel 3.

Das Skowron-Verfahren

m+2 P F F2 E 5 E? .
X1 =X-— = P (1+ E+ > Z_EFE-I_ E+---)m1t
PPII
F = e und
PZPIII
E= (P")3

- Skowron, Gould: General Complex Polynomial Root Solver and Its Further Optimization for
Binary Microlenses, arXiv preprint arXiv: 1203.1034, (2012)

Das erweiterte BSC-Petkovic-Verfahren:

m+2 | P p2p'’
!

3 "3 I pl! (P’) P,,,
2(P')3-2P (P'P"'-

- Petkovic: Comments on the Basto—Semiao—Calheiros root finding method,
Applied Mathematics and Computation 184, 2007, 143-148

Das Keenig-Verfahren (Householder-Verfahren 3. Ordnung)

m+2 3P (2P' P'-PP")
X1 =X — ( )

3  \6P' (P' P'=PP'")+P P P'"

- Vestermark: A Modified Newton and higher orders Iteration for multiple roots. (2023)
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Integration gebrochen rationaler Funktionen

Ist das Integral von Polynomen noch leicht zu bestimmen, so ist die
Stammfunktion gebrochen rationaler Funktionen komplizierter zu
bestimmen. Auf die Partialbruchzerlegung wird hier zugunsten der
numerische Berechnung verzichtet. Die Stiitzstellen und Gewichte
wurden flr das Intervall [-1 ; 1] berechnet und wie in den HP-65

MATH-PACs auf das Intervall [a ; b] transformiert.

Gauf3-Legendre Knoten und Gewichte (HP 65)
Knoten x; Gewichte w;
-0,9324695142 0,1713249424
-0,6612093865 0,3607615730
-0,2386191861 0,4679139346
0,2386191861 0,4679139346
0,6612093865 0,3607615730
0,9324695142 0,1713249424

- HP-65. MATH PAC2. Program 19A1 and 20A

Die Quadraturformeln aus dem HP-65 MATH PAC2

f: f(x)dx = b%“ Y w; f ((b a)x,+a+b)

)

JS,F(0) dx ~ 2 Ty s f(a —%xl_+1)

Jo F dx~2 By it f (a+

(2 f@dx~[° fx)dx+ [ f(x) dx

(1+x )2 [f (1 N 1-fxi) +f (1fx,-

"’2211

-1)]

Das Programm HPOLY verwendet die Quadraturformeln von Gauf3-
Kronrod. Der Vorteil liegt in der Einbettung der Stiitzstellen und

Gewichte der Gauf3-Formeln in die Kronrod-Formeln.
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Die n-ten Stiutzstellen und die n-ten Gewichte der Gauf3-Formel
sind die 2n-ten Stiitzstellen und die 2n-ten Gewichte der Kronrod-
Formel. Dadurch erhdlt man ohne Mehraufwand eine Abschiatzung

fiir den Quadraturfehler: err =~ |[K99 — G49|. Es gilt demnach:

[P f(x) dx = K99 + err = K99 +|K99 — G49|

Die Berechnung der Stiitzstellen und Gewichte G49K99 wurde mit:
https://keisan.casio.com/exec/system/1289382036

durchgefiihrt. Diese Internetseite war nach Mitte 2023 nicht mehr

aufrufbar.

Tabelle: Gaul349-Kronrod99-Quadraturformel

i GauB3-Kronrod Knoten x; Kronrod Gewichte w; Gaul3-Gewichte w;

1 -.999804199685638727994974003607983 0.00052747696837833231426392216677 0

2 -.998820150606635379361831272704111 0.00147796392817436202085567581223501 | 0.003027278988922905077480698175827
3 -.9968198142998264694012839590360078 0.00252187657314964968451363314444 0

4 -.9937886619441677907601138592579536 0.0035329557014832599891867695315599 0.007035099590086451473450678311348
5 -.989764238414064471063168293135 0.0045141331625998620836358420641829 0

6 | -.9847578959142130043592989953685747 0.0055014203993380782040404696584139 0.0110205510315935804975082881668333
7 | -.9787573030312066845298589027301962 0.006499872532166484516849830171239 0

8 | -.9717622009015553801399724215047741 0.0074869102764140445198175459913945 0.0149621449356246510295843191202015
9 -.9637900181363554282611096000219869 0.008455185639775045670114558371764 0
10 | -954853658674137233555243679668184 0.0094175722296862066762316928503638 0.0188435958530894584444506533911073
11 | -944955059221329473155835112992641 0.0103787329241166077069683569328913 0
12 | - 934100294755810149058982460636545 0.0113278438578780228794689725519478 0.0226492015874466764987709642160429
13 | -9223054754539361687554290102229532 0.0122591748799473589076504729170825 0
14 | -9095856558280732852130196403558001 0.0131792068212079366056557559621176 0.026363618927066016960945745239742
15 | -.8959496245835934207352332018243469 0.014091111047270544037748385218045 0
16 | -.8814084455730089100370315358170049 0.0149880989346802956592971874255513 0.0299718846205838253506905580741472
17 | -.8659800043151457264442523756091547 0.015865723698872893130368150761464 0
18 | -.8496821198441657010348818722429793 0.0167278985537773186823128361860891 0.0334594667916221743424871508916892
19 | -8325285014874601685172633163696317 0.0175768726412448262384462318590166 0
20 | -.814534427359855431539500787764777 0.0184077538519825820281183776609503 0.0368123209630006898194672366988823
21 | -7957203207625248381360568099163764 0.0192169329826556442116763155896852 0
22 | _776106894345446635018142812248456 0.0200070643859274929265393916944815 0.0400169457663730213686050367431033
23 | -7557118903695143082456546843790014 0.0207798535198561693336617663172753 0
24 | -734554254237402696213674212858525 0.0215314818077816867538181700504126 0.0430604369812595979883454840010385
25 | -712657066705008830847420587154317 0.0222589139301299466359937854028854 0
26 | -.6900438244251321135047518072749419 0.0229641216311680166298032506167028 0.04593053935559585354249961997212767
27 | -.666735700841571667866116467842425 0.023648494373863135027606738151061 0
28 | -6427548324192376640568569485839001 0.0243089029298119497086904956086293 0.0486156958878282402776511972878685
29 | -618126817800879299161146713068752 0.0249427312116380137806008849854078 0
30 | -.5928776941089007124558643367926285 0.025551567629898396796236813110352 0.0511050943301445906746228060493186
31 | -567031549495391732863107815442941 0.026136629572717056199681859247504 0
32 | - 540613246991726066558225467229436 0.026695273107158037742721370750002 0.0533887107082589685279429337301762
33 | -.513650628401734382311100884324782 0.0272252058087967119960015977339419 0
34 | -.4861719414524920421769760960585751 0.0277278075508688728381337851641494 0.05545734967480358869043158148269807
35 | -.4582036915390298548495608644613814 0.028204220570029200521357749544287 0
36 | -.429772993341576524658584141807423 0.02865216671090199984955207682324 0.0573026815301874754851645923508165
37 | -.4009095739292798809373223889102203 0.0290696140121504756930876722916518 0
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https://keisan.casio.com/exec/system/1289382036

38

-.371643501262284888863734540946961

0.0294578454056420734075586763875507

0.0589172757600272660245276507424925

39 | -.3420031959918559601078363738324531 0.0298179973237107521896477020354547 0

40 | -.3120175321197487622078606765064163 0.030148081066799933145430671257942 0.0602946309531520173031061168755416
41 | -2817177082410294178774691465638328 0.0304462797396858877385633903866 0

42 | -2511351786125772735071559428246113 0.0307138558577390833919631228468087 0.06142920097919293629682664614030107
43 | -.2202997655098053353242633730358589 0.030951992615566392527522287324914 0

44 | -.1892415924618135864853101738599865 0.031158937496597415869647162792595 0.0623164173200572674010768252159497
45 | -.1579928776643683586660036556130289 0.0313330525912310597588614425068009 0

46 | -.1265859972696720510679852885755362 0.0314756358269989035185166465702536 0.06295270746519569947439955578289101
47 | -.095051649986123375660035089328368 0.0315879594586859731614238500111578 0

48 | -.06342068498268678602883482087848497 | 0.0316684660566117158446164077085652 0.0633355092964917485908369274000905
49 | -.0317258634590731536308193652686307 0.031715664503973344041013897230302 0

50 | o 0.0317309313985218944090527052437375 0.0634632814047905977182534678795296
51 | 0.0317258634590731536308193652686307 | 0.0317156645039733440410138972303019 0

52 | 0.063420684982686786028834820878485 0.0316684660566117158446164077085652 0.06333550929649174859083692740009052
53 | 0.095051649986123375660035089328368 0.031587959458685973161423850011158 0

54 | 0.1265859972696720510679852885755362 | 0.0314756358269989035185166465702536 0.06295270746519569947439955578289101
55 | 0.157992877664368358666003655613029 0.031333052591231059758861442506801 0

56 | 0.1892415924618135864853101738599865 | 0.031158937496597415869647162792595 0.0623164173200572674010768252159497
57 | 0.220299765509805335324263373035859 0.0309519926155663925275222873249136 0

58 | 0.2511351786125772735071559428246113 | 0.0307138558577390833919631228468087 0.06142920097919293629682664614030107
59 | 0.2817177082410294178774691465638328 | 0.0304462797396858877385633903866002 0

60 | 0.312017532119748762207860676506416 0.030148081066799933145430671257942 0.06029463095315201730310611687554159
61 | 0.3420031959918559601078363738324531 | 0.029817997323710752189647702035455 0

62 | 0.3716435012622848888637345409469605 | 0.0294578454056420734075586763875507 0.05891727576002726602452765074249252
63 | 0.4009095739292798809373223889102203 | 0.029069614012150475693087672291652 0

64

0.429772993341576524658584141807423

0.02865216671090199984955207682324

0.05730268153018747548516459235081654

65

0.4582036915390298548495608644613814

0.0282042205700292005213577495442871

0

66

0.4861719414524920421769760960585751

0.0277278075508688728381337851641494

0.05545734967480358869043158148269807

67 | 0.5136506284017343823111008843247821 | 0.0272252058087967119960015977339419 0

68 | 0.5406132469917260665582254672294359 | 0.026695273107158037742721370750002 0.05338871070825896852794293373017621
69 | 0.5670315494953917328631078154429413 | 0.0261366295727170561996818592475035 0

70 | 0.5928776941089007124558643367926285 | 0.025551567629898396796236813110352 0.05110509433014459067462280604931856
71 | 0.6181268178008792991611467130687517 | 0.0249427312116380137806008849854078 0

72 | 0.6427548324192376640568569485839 0.024308902929811949708690495608629 0.04861569588782824027765119728786853
73 | 0.6667357008415716678661164678424251 | 0.023648494373863135027606738151061 0

74 | 0.690043824425132113504751807274942 0.0229641216311680166298032506167028 0.04593053935559585354249961997212767
75 | 0.7126570667050088308474205871543169 | 0.022258913930129946635993785402885 0

76 | 0.7345542542374026962136742128585249 | 0.0215314818077816867538181700504126 0.0430604369812595979883454840010385
77 | 0.7557118903695143082456546843790014 | 0.020779853519856169333661766317275 0

78 | 0.7761068943454466350181428122484561 | 0.0200070643859274929265393916944815 0.04001694576637302136860503674310332
79 | 0.7957203207625248381360568099163764 | 0.0192169329826556442116763155896852 0

80 | 0.814534427359855431539500787764777 0.0184077538519825820281183776609503 0.0368123209630006898194672366988823
81 | 0.832528501487460168517263316369632 0.0175768726412448262384462318590166 0

82 | 0.8496821198441657010348818722429793 | 0.016727898553777318682312836186089 0.0334594667916221743424871508916892
83 | 0.8659800043151457264442523756091547 | 0.015865723698872893130368150761464 0

84 | 0.8814084455730089100370315358170049 | 0.014988098934680295659297187425551 0.0299718846205838253506905580741472
85 | 0.8959496245835934207352332018243469 | 0.0140911110472705440377483852180448 0

86 | 0.9095856558280732852130196403558001 | 0.013179206821207936605655755962118 0.026363618927066016960945745239742
87 | 0.922305475453936168755429010222953 0.0122591748799473589076504729170825 0

88 | 0.934100294755810149058982460636545 0.0113278438578780228794689725519478 0.0226492015874466764987709642160429
89 | 0.9449550592213294731558351129926407 | 0.010378732924116607706968356932891 0

90 | 0.9548536586741372335552436796681844 | 0.0094175722296862066762316928503638 0.0188435958530894584444506533911073
91 | 0.9637900181363554282611096000219869 | 0.0084551856397750456701145583717636 0

92 | 0.971762200901555380139972421504774 0.00748691027641404451981754599139445 | 0.0149621449356246510295843191202015
93 | 0.9787573030312066845298589027301962 | 0.0064998725321664845168498301712395 0

94 | 0.9847578959142130043592989953685747 | 0.0055014203993380782040404696584139 0.0110205510315935804975082881668333
95 | 0.9897642384140644710631682931350003 | 0.0045141331625998620836358420641829 0

96

0.993788661944167790760113859257954

0.0035329557014832599891867695315599

0.007035099590086451473450678311348

97

0.9968198142998264694012839590360078

0.0025218765731496496845136331444401

0

98

0.998820150606635379361831272704111

0.001477963928174362020855675812235

0.003027278988922905077480698175827

99

0.9998041996856387279949740036079827

0.00052747696837833231426392216677

0
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Plotten: Das “interessante‘ Intervall

Als Intervallobergrenze wird die Summe der Betrage der Polynom-

n (%

koeffizienten gebildet. Es ist x, = }j—o —|- Das Maximum wird

n

auf x, = min(x, ;1000) und das Minimum wird auf x_ = —x_
begrenzt. Mit diesen Startwerten wird das Intervall [x_,x,] von
beiden Seiten geschachtelt. Rechtsseitig werden die Schrittweiten:

P'"(xy)

Rin = P(xy) | _ P'(xy)
+0 P (xy)

T OP(xy)’ LT pr(xy)

und h,, =

gebildet. Mit der Kleinsten Schrittweite h, = min(h,q; h,q; hy2)
wird die rechte Intervallgrenze auf x, = x, — h, gesetzt. Beendet
wird die Schachtelung dann, wenn die Schrittweite h, < 0,1 ist.
Vollig analog wird dann die Intervallgrenze x_ ermittelt. Dadurch
wurde mit jeweils geeigneter Schrittweite das Intervall derart
geschachtelt, dass die kleinste/grofdte reelle Nullstelle, sowie der
am weitesten links/rechts liegende Extremwert und auch der am
weitesten links/rechts liegende Wendepunkt im “interessanten”
Intervall enthalten sind. Um einen Funktionsplot im Display
sinnvoll darzustellen, muss zur Orientierung die X-Y-Achse im
Display erscheinen. Deshalb beginnt das automatische Intervall der
X-Achse links von der Null und endet rechts von der Null. Ist nach
der Schachtelung x_ > 0, wird x_ = 0 gesetzt. Fir x, < 0 gilt
demnach: x, = 0.

Um fur die Y-Achse ein Intervall vorzugegeben, werden zu allen
Argumenten x; die Funktionswerte P(x;) berechnet. Das Intervall
[Y_; Y,.] mit Y_ =min (O; P(x,-)) und Y, = max (O; P(xi))
legt dann den druckbaren Bereich fest. Bei gebrochenen rationalen
Funktionen kann es durch Polstellen vom Betrag her sehr grofde
Intervallgrenzen geben. Nach einer Anpassung der Minimal- und
Maximalwerte sollte dann etwa 80% der Kurve im druckbaren
Bereich erscheinen und die zu grofden, sowie die zu kleinen Werte
am oberen, bzw. unteren Displayrand ausgegeben werden.
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9 Bebilderte Kurzanleitung der HPOLY-Funktionen

Aktion & Handbuch

MENU-Taste “EXIT® dricken

T:E EBEE :E EEEE
Z: B BEGE z G BEGGE
- B BEEE B GERE
e B BE6 e B BEE0

ﬂm[ﬂﬂllﬂﬂﬂi ﬂm[ﬂj}] SOLYE[Print|

“SHIFT* und “EXIT" driicken
) 2. b; tpa
= z
_— v B BEEE
: B, BEEE

P ixd=t| MEW [OLYE| Print [0

Initialisierung HPREG-Matrix

{ HOME 2 Find salektiert
T: B, BEEA
=: B, BEEA T: B, BEEA
v: By HEEA Z: By HEEA
x: Wy HEEA v Ha BEEE
“ER = By HEEA
I I N R ﬂm[ﬂﬂl-lﬂiﬂ

oder wenn das Programm HPOLY Falls bisher keine HPReg-Datei
einer Taste zugewiesen ist: existierte, ist sie jetzt angeleqgt.

POLY
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Formeln und Funktionen des Programms HPOLY

T: IEI,EIEIEIEI Kbnig: Householder 2.0rd
z: B, BAGE I
v: By BEEE =
=: By AAEA
SOLVE G =&6YY'yY" - 3y’
[P Co)=t | WEW [SOLVE[Print Gz evyy - v
lx
EEEEI::::::::::::::::::: m'_ S-m m "
#=4n - -—-[--- + -——-- ]
FORMELH “iel fachheit ¥'oZ2 2y
¥yt
M = —————————= Halley
B A
# # !
'.I.III'.I.'II — — o ————————
m=1+----------—- m+1 Yy
'.I.III'.I.III - '.I.II'.I.IIII ___'-I-'l - ————
2m 2%
2L 'Y - ¥Y¥"1~3
L% ' =3y "y " +2y 312 O=trowski
HULLSTELLEN-YERFAHFEHN: I
W= oW - mmm———————
Laguerte [SIGHCY ' 31K
# # o N  ——
F + [signiF3 1M W= Tt = vy
W = [TTR mI7RITAG-FF] _Bul;
E o= wi » ¥ Stoer-Bulirsch
S ooy ¥ [SIGNCY')IM
Ba=to Semiao Calheiras N
oo A W= TOYTFT ="2v"]
¥ 29"V -2YE
Lin-Bairstaow
E = [Y'Y"-FP] {-Petkowict
F = [Y'y'y"'] »~ 3¥" | an an-1 .. al an
|l 4 -pbn .. -pbZ2 -pbl
Sk awon 9 l 1 @ wm —qb3  -gbZ
o = | bn br-1 bl bao
R F I 4 -pcn -pc2
¥ 124! q l @ -qc3
S = GF+&FF-ZE-SEF+EE | en cn-1 cl co
F = Loy < dY'Y'al
E = Covwy"'2 »~ 'Y 'Yl
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extrn. YERFAHREH
LEL n n

RCL "HP" #P = ¥
RCL "P@" Fa = Pix2
RCL "F1" F1 = P'{x2
RCL "F2" F2 = P"{x2
RCL "P3" F2 = P'"ixa
RCL "P4" Fd = p""ixa
Viel fachheit
ECL “$#M" Farameter
ECL "#m" berechne=t

RCL "#CHT" Anz. Iter.

éwischenberechnungen:
Alpha = Hextd...Rext9

“-Feg = A

H“ER@ "HPOLY"

RCL "HextA"..."Haxta"
“E “a

RECL "YHextA".."Ydexta"
Y RE D N A=

copt.2 STO "HP"

ETH EHD

Gleichungen zweiten, dritten und vierten Grades

P(x) = (0 oder 1) x* + azx3 + a,x* + a;x + ay

£ HOME 3 Mull=tellen GriG:
G2G_ Ad w3 M Al
HECDE| FGHI [JKLH[MOPG [RETUN] I4BYZ ] Y
£ HOME 2 z ﬁ%
G3G_ 2 Al
HECDE| FGHI [JKLH [HOPG [RETUW I4RY2 ] I I R
£ HOME ¥ £ HOME 2
GG
HECDE| FGHI [JKLH [HOPG [RETUW I4RY2 ] T
I HOME 3 Z 3z
x: 3l
;f g% G | | [ ] [ ]
v al Bei einer G4G ist der Koeffizient
ﬁiilia a, = 1 vorgegeben. Bei der G2G
I I B B B | | ist der Inhalt von T bedeutungslos.
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Koeffizienten zweiten Grades berechnen

£ HOME 2
CP2_
AECDE| FGHI [JELH | MOPG [RETUY] IEYE ]
£ HOME = Koeffizienten G2G:
_ ac al ak

T: B, HEEA
=: B, BEEA T: A, BEAEA
T: Al Z: as
Wi A wvioa]
o = = gl

I I 11 1 [EWT]

POLY
oder
£ HOME 2 Hull=tellen GZ2G:
_ _ A e |

T: B, BEEA
=: B, HEEA T: B, HAEA
v: He BEEE =: . HEEE
o4l 1] YioRe 17:e
HER *owml 1%l

I I lcr2 | || |  |ERT]

Foetffizienten G205:

_ ac al ak

T: B, BEEA

= ac

v: al

= gl

Ges| | | |  |EHIT]
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Koeffizienten dritten Grades berechnen

£ HOME 3
CP3_
AECDOE| FGHI |JELM | MOPE [RETUY] LRYZ)
i HOME > Foeffizienten G306G:
as ac al aH

T: Hy HAEA
rl | T: a3
i ome T as
Ao v: al
wER = 3H

- 1 1 1 ] Gais| | | |  |EHT]

oder
£ HOHME 2 Foeffizienten G3G:
asd ac al aH

T: H. HAER
Z: By HEAAR T: a3
T:Hi Z: as
W oAl 1 v: al
HER = 3d

- 1 1 1 ] 11 TEdT

oder

£ HOME 2 Hullstellen G305
T: Hy HAER
z: B, BEE0 T: 8, BEEE
v ¥l i1 z: ¥8 i3S
W o ¥iome 12
E i il

— 1 | | ] w3l 1 1 | | EWIT]
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Koeffizienten vierten Grades berechnen

£ HOME 2
CPd_
RECDE| FGHI [JELH | MOPG [RETUY] IEY 2]
.. oder
£ HOME 2 £ HOME 2
T: 5l T: By BEEA
T o = "] i1%1"
Yo e M
wr o LR
AER wER
- 1 1 1 ] - 1 1 1 ]
POLY
oder oder
£ HOME 2 £ HOME 2
T: Ha BEAAA T: B, BEEE
Z: "all Z: Hy HEBEN
._l_.: ":H:E" - ._l_.: IIEI ].-'.I.'lll
= "wa 13" wr wma 13"
AER wER
- 1 1 [ | - 1 1 1 ]
g
POLY
oder
L HOME * oeffizienten G4G:
"1" a3 a2 al aB8
T:E EEEE
= ﬁl T: a3
v "R 1v2" - g2
wr md ! v: al
AER w: 3d
- 1 1 [ | el | | | |EHT]
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Eingabe der Polynomkoeffizienten durch ,,COPY*

Grad Polynom

ae

as

a,

as

a,

a

Qo

6

1

-6

0

50

-45

-108

108

STRG “C*
| 1 | 6 | o | 50 | -45 |-108] 108 | : '
e R/S

XEQ “HPOLY*“ oder [{e/A{
Fixy zelaektiart IMPLUT: AHi
T: B, BEEA T: Hy BHEN
=: B, BEEA =: B, BEEA
v: By BEEA v: By HEEA
w: By BEAEAR w: [y BEER
RN ZOLVE|Print | EXIT | | RS _|i+ AilAit i]<noi ]| <oini | EMD
£ HOME 2 STRG “V*«

£ HOME 2
T: B, BEEA
: g0
T T: B, BEEA
v @y BEEE z: @, EAREE
| P | Wi | DEL | PrtP |EACK | v: Ha BEEEA

#: [ 1=v Matrizx 1
GRAD Pixy = 7 | A5 _Ji+ AilRit i <n:n | EMD |

=M
IIT-IEIIEIIEI
(e T o
S
[ fm Lo
EEE

R/S

o=
S
e T Lo e
CENENE
S EN S
S E SIS

Eingabe Pix) erfolgt

T: B, 88684
Z: B,y BEEH
v: By BEEA
#: By BEEH
| =V MEW [SOLYE[Print]| ERIT |
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Eingabe der Nullstellen des Polynoms durch ,,COPY*

Nullstellen X1 | xp X3 Xy
2 -3 4 -5
STRG “C*
‘2"3|4"5| R/S
XEQ “HPOLY"“ oder [}
Firy selektiert IHPUT: ¥1
T: By HEARA T: B, BEEE
=: By HEAR Z: B,y HEER
v: By HEAR v: 1. BEEA
= By HEAR x: 1. BEER
G e SOLVE|Print | EXIT | | P |=PuRi|#i:dn|Prili| PriP | EMD |
STRG “V*“
£ HOME 3 IHFLUT: =1
T: By HEAR T: B, HEER
Z: By HEAAR =: By BEEA
T-E,EEEE v: 1. BEER _
=: By HAEAR #: [ 1xd Matrix 1]
ll]ll[ﬂl | DEL | PriP | EACE | P |=PxHi] Prixi| PriP | EMD |

IMFUT: An = 7

#ard

Eingabe PCx) erfolgt

IIEIHEEHEEHHIH!EEEIIIII
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Eingabe der Polynomkoeffizienten

P(x)= x3—x*—4x+4

XEQ “HPOLY* oder

"R/S

INPUT: Ai

=0LVE|Print]| EXIT QAN A2 it mildit i | | EMD |
+ HOME > + HOME >
T: B, BEEGE T: B, BEEGE
=: B, BEEE =: B, BEEE
‘v B, BEEE v B, BEEGE
wr By ARG e =1
TP Wi | DEL | PriP | ERLE it hilhit i] | | EMD |
CRAD Ptwxy = 7 £ HOME 2
T: B, BEGEGE
T: B, BEEGE z: B, BEEGE
=: B, BEEE ‘r: B, BEEE
‘v B, BEEGE e
s S it hilhit i | | EMD |
| R/S | £ HOHME =
Rz =~ T: @, BEEE
=: B, BEEGE
v:E,aaaa
. s
T g Eaaa oA T END
‘r: B, BEEGE
x: 1, BEAH Eingabe PiX) erfolat

|2 o)=Y | MEW [OLYE[Print] EXIT |
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Eingabe der Polynomkoeffizienten
P(x) = x199 -1

+ HOME >
T: @, AEEE T: @, A0EG0
z: B, AEEG . 0, BEEG
v+ B, BEEE v B, B080
w: 015 BOEG we =1
B o=y JMERMz0LvE Print | £41T AR A93 NERRRMAit i| | | EMD |
oder
T+ HOHME > + HOME >
T B, AEE6 T: G, AEEE
z: B, BEE0 7. 0, BEEG
e B, BEEG v =1, DBEE
w: By BHEGE we B
P MR i | veL (Prtp |Enck AR A93 [it ni DR | | EWD |

Eingabe PCx) erfolgt

T: B, BEGEGE
T: Ha BEAA Z: 6y BEEE
=: B, BEGEE ‘r: B, BEEE
‘r: B, BEGEE w: B, BEEGE
2 1HE_ P |ixi=t] MEM |SOLVE| Print| EXIT |

"R/S

AiEE = 7
T: B, BEGEE
=: B, BEEE
¢+ B, BEEE
w: 1, BEEE

"R/S
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Eingabe der Nullstellen des Polynoms
Px)=(x—2)x+3)(x—4)(x+5)

THPUT: 2
T: B, BEGE T: 1, BEEG
z: B, GGG . 11 GEGG
v+ B, BR0E 1. B660
w: By BIBIEIE si =5
R | rr=t IMERMz 0L vE | Print | E2iT AR P BRI |Frtiil Prif | EWD |
I HOME 3 THPUT: 2
T: Hy BEAEA T: 1. BEEH
z: B, GE00 . =1 BEO0
v+ B, BE0E v 51 BE60
w: By AEGG w: &
1 A S veL | Frtr enck RERM. P JEBEE  [Fitiil Prtp] EWD |
IMFUT: AR = 7 THPLUT: 4
T: 1, BEEG
T: B, BEGE z: £, BEEG
z: B, GGG v 3, GRG0
v+ B, BR0E e =5
w: 14 BEOG P DR |Prtii] PrtP ] END
R/S
IMPUT: x1 IHPLT: =5
T: B, BEEE T: 1,B8888
z: B, GO0 . 1. BE60
v+ 1. BE66 v 41 BEGG
i B w: 5 BEGG
o IR Privi| prtr | EWD BERIL P =Pt [Hi:tin B PrtF | END |
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;lﬁli‘l IMFLIT: 5
TFI'{_Hl- L 1=5 Hatrlﬁll —
1:2= 2, BAEE
. _ T: 1,888H
1 2, 0aog z: 10000
1:5= -5,8608 | v: &4 HAEA
= Sy HEEE
| P [=PxHi|#i:¥n|Prtdi] PrtP |
IMPLUT: =5 Eirngabe FPCx) arfolgt
T: 5. HAEA T: B, HAEA
Z: S. HEEE =: H, HEEE
v: S. HAEEA v: By HAEA
w: S HEEE e e
| P [=PaHi|#idn|Pridi] | EMD | P | WEL] [SOLYE|Print| EXIT
7/ Plusa2 Print-Out ==
' =X g 5 P y
PEI= [ 1x6 Matrix 1
13= : T:
A B
1t6= 126,0000 < ; EEE%FS
IIJIHEEHEEHHIHHEEEMIIII
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Menu flr Integration und Ableitungen
Px)=(x—2)x+3)(x—4)(x+5)

Q(x) = x* -1
Eingabe der Polynome =lo(x
P(x) und Q(x) FUH) = PORIAQCKD —
wie oben beschrieben. Grads An ... Ao
PoEa= [ 1x& Matrixz 1
- 1i32 1) piac
Eingabe GQCxY erfolgt Lig= 1, aaag
lig= - 25, BEEE
e 125, Gaon
T B G Q0= [ 1x4 Maprix ]
v By, BEEE 1:2= 12 BEEE
#: By AR 1ia- 8,008
=t | MEW [SOLVE[Print] EXIT | ' ’ ~
Lt LN T [T hbLE Cupyr] PLIT
ixa=]  [FOLME[Print] ERIT
=] | |Print] ERIT

iidzi]  [SOLME[Print] EXIT

f = P-Q J¥ = JP-L selaktiart

T: B, HEHA T: B, BEEA

=: B, BEAEA =: B, BEEA

v: By HEEA v: By BEEA

w: [y BEER »: By BAER

e I | EXIT | X 1 | ERIT]
2 = Jfixadu=sFOY a=F oD
INFPUT wmx wmY J=-0o t=oo

T: B, HAEHA T: |, BEEE

=: [, HAEH =: B, BEEA

v: By HAEAE v: By BEEA

=: [y HAEE =: By BEEA

| F THELE|Cnpyy] PLOT | EACE | | f | matm | mgtd | e et | BACK
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IR | f(x)dx
[ f(x)dx

f' = (UP'-FL 2 SL0 =e].,

: a : Ha BAERA
oo f()dx B GaEG
-~ v: Ey HEEE
ENER [ f(x)dx x: Hy BRI
- iz | |Print] ERIT
2 = Jfixmade=FCY a-F (s g = QP'-PL' =elektiert
INPUT mx wm%Y Jl=—0o t=oo
T: H. HEEE T: B, HEERA
=: B, HEEE =: B,y BEEA
v: Ha HEEE v: By BEER
x: By HEEE =: By AAEA
| f | e | mat | dearm |t | BRCE Ca=y]  [EOLVE[Print]| EXIT
{ HOME 2 " = [QCRP"-PR"2-20"9]
ARG
T: B, BEAG T: B, BEEE
=: B, HEEE Z: By BEER
v: Sa HEEE v: By BEEA
0 -'.'I._ L Elg HHEEA
| F | w4 | featm e | ERCE, cea=y] | |Print] ERIT
lerr| J+ixidx Y - g GCRP"-PR" 2-20" g
T: 2. HAAHE - 33 T: B, HEERA
z: 1. 886 =: B,y BEEA
v: S. HEAEA v: By BEER
w4y HEEE =: By HAEA
lﬂ]ﬂ!ﬁl!ﬂﬁ“ﬂ!ﬂlﬂﬂ"ﬁﬂﬂ Ca=y]  [EOLVE[Print]| EXIT
lerr| = |Gaul349 — Kronrod99| Piy salektiart
A TS O s
T: Ha BEEH
G0 | | [ JERIT] z: B, BAEGE
v: Hy BEEH
»: e BAEA
| P Jixi=¥ | WER [SOLVE[Print]| EXIT
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Polynomoperationen
Tausch — Multiplikation — Addition — Subtraktion

P Jind=y ZOLVE|Frint] EXIT

+ HOME 2

e
EEN SN
[ [ L T
EENEED
[ Lt Lot Fc
EEN SN

| f#E@ ]  |ERCK]

< HOME = + HOME =
T: B, BEEGE T: B, BEEE
Z: B, BEEGE Z: B, BEEE
v: By BEEE v By BEEE
x: By BEEE = By BEEE

| Ai | Hi | [PrtPEACK | | [HE@ ]  |ERCK]
L HOME > + HOME =
T: @, BAEGE T: 8, BEEGE
Z: B, BEEGE Z: B, BEEE
v: By, BEEE v By BEEE
=: Hy BEEE = Hy BEEE

| Ai | #i | [Prto |EACK PPzl | [ HE@ | |EACKE
£ HOME 2 Polynomoperationen

e
EEIENED
EEIEED
[ Lt Lt Fc
EENENED
EENENED

EE Polynomtausch: P(x) < Q(X)
EEEE Multiplikation: P(X)=P(x)*Q(X)
X Addition: P(x)=P(x)+Q(X)
A Subtraktion:  P(X)=P(x)-Q(X)
I Fiihre die Funktion aus
LT Verlasse das Menu
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Graphiken

THELEN PLOT BPHASE

Eingabe des Polynoms =10l
P(x) — (x + 1)(x — 2)(.76 — 2) Grads An ... Ao
_ _ PCi= [ 135 Matrix 1
wie oben beschrieben i% EEEEE
j1d= B, BAE0
Eingabe PLx2 arfolgt 1:5= ¢, BEED
TREELLE: Pixy
;: E: §§§§ s Piu) FE%
i Ha -1, 5068
= Ha BEAE 1. e ~Ey 1250 sx%
| P Juixd=¥| WEW [ZOLVE E’ (o 077EER e
’ 2, 4857 ®%%
-0, 2468
3,8134  #%%
@, 1500 o omte sas
T: B,y HEEA &, GEEE 3’ 126m wes
: g0 -
;; El: s | 400 1,9408 %3
P | Pt BB Cup ] PLOT |ERCE e
=, ZERE fiEael o wRE
___ mlnc Amax  Amin —— B, 2372 ¥
’ 1,8130  ##%  —
T: H, HEHE
Efgsgggg TAE Hinc Hmax  Hmin
st — 1 5 SEAR
| P [ Emin | Hmax] Hinc | (EACK: | T:IEI .}LEEE Matrix ]
=
AT Schrittweite v Ei?ggga
- Y
#inc Anzahl der Schritte P | dman [Hmax] dinc | EG
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7 plusa2 print-out____ l=I
Yimd = Pl =
T: @, BEEE Ynin = & 7m0
Z: [, BHEE i = S Comg
v: By HAEA Hmin = -1, 5860
w: [, DEEE .
F | £Prt[THELE|Cupyt NS EACE | S
Ymax Ymin Amax Amin
T: 4, BEGE
Z: —B, FAGE
v 2, PEEE
w: = 1  SEGE
i | fimax | Y min | o JGEE EACE
4
ErE CBACH.
WA Pixdy = = -1,8191 |
WA FPixdy = = —-B,987H hd
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7/ Plus42 Print-Out =0l x|
Mmin = -1, 5666 [
Hmax = 2 FEEA
liY] = 2, FEEE
Pmax = 18, BEEA
* o 2 g, .0 oeee
I
e
L
N
b "q'-:h:_-‘_q:“‘--q_____af__
PHPEF)] [BACH, | e
HIE T A -
A 1% max min . A 1% max min
T: B, 18HA T: H. 1886
T 2. rHEAE = 2 rEEA
v+ 18, BREE v 18, BEaE
w: Iy DEIE st 6y GG

max Ymin Amax Anln

BEAG
- é 7EEE
GG

i SAEE

e

| P |+=Prt|THELE PLOT |ERCE
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Copy & Paste to Phase:
AMiN Amax +o-1% POz

T: —1.58683

= Eg%’l

v 2y ¢ A

= " 1EETS-3EZ2HEA+ 0"

STRG ”C*
WINDOWS: "phase.exe*

STRG “V*“

=10l %]

flz) = [(1%273-3%2~2+0+4)

Range for z = x + iy x from |-9 to 9

y from |-9 to |9

=l
Help |
[ Fast| (" Basic (® Rocchini (© Wegert 20 © W 10

[ x]

fz) = [(1*273-3*2~2+0+4)

=
Rangeforz=x+iy xfrom |9 to |9 Plot I

y from |-9 to |9

i Fast| (" Basic ® Rocchini (© Wegert 20 (© W 10

ANDROID

“Komplexe Funktionen®

Berechnen

Winkel v

U [Te] ] CIIM Nicht anzeigen =

Copy & Paste to Phase:
AMin smax +o=1% POz
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Nullstellenberechnung

P(x) = x® — 6x> + 0x* +50x3 —45x% — 108x + 108

Eingabe Pix) erfolgt

S

HEH
HEH
HEH
» HEEAR

P Jixi=t | MEW Print] EXIT

EENENED

T
=
b
.

#IT YDIFF ADIFF  =o
w B von & berechnet

T: 99, BABA

7: 1, AAGEE- 1@

v: 1. HEABRE- 18

= 14 HEEA

| P | LAG | PARA | HER |EACE |
#IT YDIFF “DIFF =o
B von & berechnet

T: 99, BABE

z: 1, IAAGEE- 1@

v: 1, HEEBRE- 18

= 14 BEEA

| P | ALL | LAG | PARA | [EACE |
& Mull=stellen: MaxT 1
211 aAl-tAR-12 mwHEi-Ao

T: 1,1573E-9

= 2xal37VE-9

v: By HEEA

w: 2add 7 VE-18

| ZHOM | LAG | M=IT | Hi Vi]ERCE

7 pus2 prn-out_— _lo]x

ViEd = POHED

GEAD < An < ... < HA
Fixa= [ 1x8 Matrix 1]
1:1= Gy BAEE
1:2= 1, 8880
1:3= -5y BAAE
1:d= H, BAAE
1:5= S, BEAE
lig= -45, AEEA
1:7¥= - 1685, B8EA
1:8= 183, B8AE
METHOD: LAG

maxlYil = 1,1373E-9
ZIFCKid ] = 2,3137VE-9
|Zx1 - An-11 = @, 8808

Imsi - Aol = 2,4477E-18

Zerr = 2, 7Fo35E-9

CHT: i=8

Fl1 = B8,B8088

Al = 1,86088

CHT: 1=11

F2 = -6,6832E-11

Ae = 29993

CHT: i=11

F2 = 1,15V8E-9

"3 = -2, 8884

CHT: i=11

Fd4_Im = -1,8273E-14
F4_Fe = -g,6837VE-11
IF4] = B,6HB3YE-11
wd_Im = -8,8801
nd_REe = Z,8081

CHT: i=11

F3_Im = 1,8272E-14
F3_REe = -&,6837VE-11
IF3] = &,eB3YE-11
wo_Im = B,8081
wa_Re = 3,8081

CHT: i=1

Fe = 1,15V8E-9

RE = -2, 8880
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10 Nachiterationen

& Hullstellen max'l ||| L HOME &
=211 aAl-tAR-12 wHEi-Ao
T: 1. 15V3E-9 T: 2221 37E-2
Z: 222l 37E-9 =: B, BEEA
v: Ha HEEA v: 2xaddVFE-1H
wi 2a A47TE- 10 i 16_
PRT | LAG [ M-IT | ®i “i]ERCE SHOW| PRT | LAG BLEIRMN  [EACE |
1.6 #CHT=H A5 & Mull=talleans maxT 1
[VCs2 ] YOEY Rmoim B_re =211 Z2A1-CAN-12 mAi-Ao
T: Ha HAEA T: B.6HSSE-11
=: B, HEEE = 1.9812E-1A
v: Ha HEEA v: 2. 9ragE-12
x: 1. HEEE = 1.4877FE-1A
PRT | LAG | W-IT | Hi %i]EACE | ZHO | PRT | LAG | W-IT | ERCE, |
R/S
-6 #CHT=11 F- 5 Copy % Paste to Excel
Tvesa| YeRd ¥ im ¥ re ||| Allcteller PERioen
T: EASSE-11 :
T 6055E - 11 g,
v é v: @
o E 9999 @i [ GBxEe Matriz ]
| PRT | LAG | W-IT [Hi Yi|ERCK | | ZHOK | PRT | LAG | M-IT [ #i Vi |ERCE |
H 2995962 AR Sd 1 2532 i
6?5361?29294!35!3?1 Struktur der nx6 Matrix
T Bl BESSE-11 lter. | Xre | Xim|Yre|Yim||Y]|
i = é GESSE-11
v: Ha HEEA : _
¥: 2a 3993 R/S
(ZHOK | PRT | LAG [M-IT [ |
E Hull=stellen: Y & Mull=talleans maxT 1
Byi ERI-THAN-13 WHi-Ho ||| E¥i ZHi-tAn-1> wHi-Ao
1. 1578E-49 T: B.6HSSE-11
: gk Ll
H -'I'-: n -
e 2 4ATTE- 10 wi 1. dETTE- 168
| ZHOK | PRT | LAG | M-IT [ #i Vi |ERCK | 5HOM| PRT | LAG | W-IT [ Hi VilEACKE
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Nullstellen: Verfahren und Verfahrensparameter

#IT NDIFF sDIFF Ho #IT |YVdiffl lEdiffl

w B von & berechnet

T: 99, HHEH T "LAG"

= 1, IBEEE- 16 z: 99, AEEE

v: 1+ HHEABE-1H T:lgéEEEE-IE

#: 1. HEEA =: 1,.AHEEE- 13

. P | ALL | | PHRA | HER JERCE | | HIT |HdifF|vdiff]| PRTO | m=1 [ERCE
Verfahren Parameter der Verfahren

Il |aguerre-Verfahren
LI Newton-Verfahren
G (Lin-Bairstow-Verfahren)
IEEHl Basto Semiao Calheiras
ERIE Skowron-Verfahren

Tl Kcenig-Verfahren:
(Householder 3. Ordnung)

EIIA auto. Verfahren min(|y;;1|)

EEETl externes Programm

#IT YDIFF sDIFF  Ho
w B von & berechnet

T 99, AAGE
z: 1, HEEEE- 16
v+ 1) BBGAGEE- 19
w: 15 BEEG

| P | ALL | LAG | HER |EACK

Anzahl der Iterationen.

< |x; — x;_1| dann x; akzept.

< |Y;| dann x; akzeptieren.

I nur Ergebnisse drucken.
A&l keine Druckausgabe.

AEE drucke jeden Iterationsschritt.

Iteration mit Vielfachheit 1.

Vielfachheit ist hochstens 2.

Vielfachheit wird halbiert.

Iteration mit Vielfachheit m.

HPOLY - das Polynom-Programm fiir den PLUS42

Seite 42




Nullstellen: Lin-Bairstow Verfahren

#IT YDIFF wOIFF  Ho
. B von & berechnet

T: 29, BOAA

Z: 1,HEEHE-10Q

v 1 HEHHE-1H

#: 1. BEER

__F_| ALL | EAIR [ PARA | [EACE |

#IT dp dg I|EGI+IELI

T: 29, BAAEA

Z: 1,HEERE-10Q

v 1 HHEHE- 11

#: 1, HHERE- 1R

| #IT _|dp:dq|dEnEl{ PRTO| ALL |

IHPUT: Startwerte
A wvon & berechnet

: B, BEEE
: By HEEE
: B, BEEE
: |, HEEE
_EAIR | psg [Hi:H2{ autn | [EACE |

#IT dp dg I|EGI+IELI

T
Z
Ll
>

T: 29, BOAA

Z: 1,HEEHE-10Q

v 1 HEHHE-1H

#: 1, HEEHE-1H

| #IT_|dp.dg|dEokll PRTO| ALL [EACE ]

Parameter:
Anzahl der Iterationen
< |dp| + |dq|: p,q akzept.
< |By| + |B1|: p,q akzept.
nur Ergebnisse drucken.

44

1

keine Druckausgabe.

drucke jeden Iterationsschritt.
alle Nullstellen berechnen.
eine Nullstelle berechnen.

INPUT: Startwerte
. B von & berechnet

T: @, BEBA
Z: |3, HEHA
v: By BEEA
#: Hy HEHEA
| EAIR | pig [Hi:H2] autn | PARA |EACK |

Verfahren:
KXl Bairstow-Verfahren.
Lin-Verfahren.

Startwertewahl:
XMW Startwerte: p und q.
EEEEE Startwerte: x; und x,.
EMIA automatische Startwerte.

ACHTUNG:

Mit der Startwerteeingabe wird
das Verfahren sofort ausgefthrt!
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Nullstellen: externe einstufige Verfahren

Externes Verfahren: OSTRowsKi

JmY
sign(Y) VY'Y — YY"

X1 =X —

PRP “OSTR“

#IT YDIFF mOIFF  Ho
w B won &6 berechnet

T: 93, B0
1 BEEGE - 15
! BABGE - 1 6
- 1% BEEE

externer PRGM-Hame 72

|/ Plus42 Print-Out =10] x|
FRP "OSTR"  —

AR £ &6-Bute Pram

L1067

Rl BL, ate REL D RECDE| FGHI [JKLM [HOPG [RETUY IMHYE |

RCL "F1" @ ENTER

COMPLEX + COMPLEX R4 - :

SIGH = SF 25 1% R/S

RCL "#M" SORT =

SESy o sTo WEPw C&F 25

RTH . EHD. ~ Hull=telle gefunden
HCHT  I=dl YoEn A

Programmvariablen: T: 15, A8EE
s Dy

= = .T-: ! E_

PO =Y =Y(x) 2 3, BEE1

P1=Y =Y'(x) [ HOM | | Hn+d | M-IT | ¥/'Hn |ERCK

P2=Y"=Y"(x) =15ix

XP =x #METHOD= "extrn® T

— #CHT: i=15 ext
#M = m (Parameter m) p TS e een
#m = m (errechnet) 11z 1’323?55.%,1 —
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Nullstellen: externe mehrstufige Verfahren

Externes Verfahren:
KASTuriarachi

PRP “KAST"“

#IT YDIFF mOIFF  Ho
w B von & berechnet

T: 93, B0
1 BAEEE - 15
! BEBGE - 1 6
- 1% BEGE

externer PRGM-Hame 72

7, lustz print-out _Lx]
FRF "ERST" 2
B8 { FE-Bute P ;!
E1FLEL "H:S:" a KA T
RCL "wp" RCL "pP@" mmmﬂﬁﬂ
REL "P1" =+ - "Hawtl"
YER "HPOLY" RCL "XP" ' '
REL "¥P" RCL "Xextl" - R/S
REL 'Pa" x "RCL "Pa"
L
. EHL:. ~ Mullstelle gefunden
$CHT  [#d]l YCHEm2 A
Programmyvariablen: T 20 ARG
XE =% = 8 e 11
_ — Wi . E-
PO =¥, = ¥(xo) s 5, BB 1
P1=Y,=Y(xg) | ZHOH | | Hn+l | W-IT |50 |EACE |
Xextl = x
Yoextl = Y’ = ¥(x3) ol
_ #METHOD= "axtrn" T
Argumente, Funktionswerte: FONT: 1=22 exirn
ALPHA = "Xext{m}" m = 0:9 “"T = 5. geie-11
nach XEQ “HPOLY”. Y, Y’ ...Y" wi = 3.8881
Y{n}lexttm} n=0:4m=0:9
Beispiel: Ylext3 = Y'(Xext9)
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